
Cvičeńı ze stochastické analýzy

3. Wiener̊uv proces

1. definice a charakterizace Wienerova procesu

2. Brown̊uv most

1. Necht’ Wt je Ft-Wiener̊uv proces. Ukažte, že následuj́ıćı procesy jsou Ft-martingaly Wt, W
2
t −t, eλWt−λ2

2
t.

Pro jaké p ∈ [1,∞) jsou tyto procesy Lp-martingaly ?

2. Bud’te Wt, Vt dva nezávislé Ft-Wienerovy procesy, ukažte, že proces WtVt je Ft-martingal a rozhodněte,
pro jaké p ∈ [1,∞) je tento proces Lp-martingal.

3. Bud’ Bt Wiener̊uv proces na intervalu [0, 1]. Ukažte, že Wt = B1−t − B1 je také Winer̊uv proces na
intervalu [0, 1].

4. Bud’ Bt Wiener̊uv proces. Ukažte, že Brown̊uv most B◦
t = Bt − t · B1, t ∈ [0, 1] je centrovaný

gaussovský proces nezávislý s B1 a spočtěte jeho kovariančńı strukturu.

5. Bud’ B◦
t , t ∈ [0, 1] Brown̊uv most a X ∼ N(0, 1) nezávislá s B◦. Ukažte, že Wt = Bt + t · X je

Wiener̊uv proces na [0, 1].

6. Necht’ W1, . . . ,Wn jsou nezávislé Wienerovy procesy. Pro jaké λ ∈ Rn je proces λTW opět Wiener̊uv.
Najděte λ, µ ∈ Rn takové, že λTW (t), µTW (t) jsou nezávislé Wienerovy procesy.

7. Rozhodněte, zda existuj́ı dva Wienerovy procesy B, W takové, že B(t) = t ·W (1/t).

8. Necht’ X = (Xt, t ≥ 0) má spojité trajektorie a pro každé α ∈ R je proces M
(α)
t = exp{αXt − α2

2
t}

Ft-martingal. Ukažte, že pak proces Xt je Ft-Wiener̊uv.1

9. Necht’ Wt je Wiener̊uv proces a t
(n)
i = i/n jsou děĺıćı body ekvidistantńıho děleńı s krokem 1/n.

Odvod’te asymptotiku posloupnosti
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pro n →∞ (v pravděpodobnosti a také asymptotické roděleńı - po vhodné normalizaci).

10. Spočtěte kvadratickou variaci (a totálńı variaci) Poissonova procesu na intervalu [0, t] (dle definice
z přednášky).

Je-li Ee|λX| < ∞, pak pro charakteristickou funkci n.v. X dle Lebesgueovy věty o majorantě plat́ı
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EXk, |t| ≤ |λ|.

1Návod: Přes charakteristické funkce postupně ukažte, že
(i) ∀λ ∈ R EeλX = eλ2/2 ⇒ X ∼ N(0, 1).
(ii) ∀λ ∈ R E[eλX |B] = EeλX < ∞ ⇒ náhodná veličina X je nezávislá se σ-algebrou B.


