Cviceni ze stochastické analyzy

3. Wieneruv proces

1. definice a charakterizace Wienerova procesu
2. Brownuv most

2
1. Necht W, je Fi-Wieneruv proces. Ukazte, Ze nésledujici procesy jsou Fy-martingaly W, W2 —t, MW=t

Pro jaké p € [1,00) jsou tyto procesy L,-martingaly ?

2. Bud'te W;, V; dva nezdvislé F;-Wienerovy procesy, ukazte, Ze proces W, V; je Fi-martingal a rozhodnéte,
pro jaké p € [1,00) je tento proces L,-martingal.

3. Bud B; Wieneruv proces na intervalu [0, 1]. Ukazte, ze Wy = B;_; — By je také Wineruv proces na
intervalu [0, 1].

4. Bud B; Wieneruv proces. Ukazte, ze Brownuv most B = B; —t - By,t € [0,1] je centrovany
gaussovsky proces nezavisly s B a spoctéte jeho kovariancni strukturu.

5. Bud By,t € [0,1] Brownuv most a X ~ N(0,1) nezdvisla s B°. Ukazte, ze W, = B, +t- X je
Wieneruv proces na [0, 1].

6. Necht Wi, ..., W, jsou nezavislé Wienerovy procesy. Pro jaké A € R" je proces AW opét Wieneruv.
Najdéte A\, u € R™ takové, ze "W (t), u" W (t) jsou nezavislé Wienerovy procesy.

7. Rozhodnéte, zda existuji dva Wienerovy procesy B, W takové, ze B(t) =t - W(1/t).

8. Necht X = (X;,t > 0) m4 spojité trajektorie a pro kazdé o € R je proces Mt(a) = exp{aX; — "‘72 t}
F,-martingal. Ukazte, Ze pak proces X, je F;-Wieneruv.!

9. Nechf W, je Wieneriv proces a ¢\
Odvod'te asymptotiku posloupnosti

= i/n jsou délici body ekvidistantniho déleni s krokem 1/n.

Z (W =W [P

pro n — oo (v pravdépodobnosti a také asymptotické rodéleni - po vhodné normalizaci).

10. Spoctéte kvadratickou variaci (a totélni variaci) Poissonova procesu na intervalu [0,¢] (dle definice
z prednasky).

Je-li EeXl < o0, pak pro charakteristickou funkci n.v. X dle Lebesgueovy véty o majoranté plati

o0

et X ktk kt’c
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INé4vod: Pies char%kteristické funkce postupné ukazte, ze
() VAER EeM =M /2 = X ~ N(0,1).
(i) VA € R E[e*|B] = Ee* < 0o = néhodn4 velicina X je nezavisla se o-algebrou B.



